
かいだんけい

階段形
row echelon form

と
かんやくかいだんけい

簡約階段形
reduced row echelon form

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
じゅうよう

重要なのは、
かいだんけい

階段形
row echelon form

は
かい

解を
よ

読むために
ぎょうれつ

行列
matrix

を
せいり

整理した
かたち

形 であり、pivot が
ほんしつてき

本質的な
へんすう

変数と
かいすう

階数
rank

を
しめ

示すということである。
は

掃き
だ

出し
ほう

法
Gaussian elimination

では、
ぎょうれつ

行列
matrix

をただ
ちい

小さくするのではなく、
しゅせいぶん

主成分
pivot

の
いち

位置を
だんかいてき

段階的に
せいり

整理する。その
せいりご

整理後の
かたち

形

が
かいだんけい

階段形
row echelon form

である。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

しゅせいぶん

主成分
Pivot

 とは、
かくぎょう

各行で
ひだり

左 から
さいしょ

最初に
あらわ

現 れる
ひぜろせいぶん

非零成分である。
ぎょうかいだんけい

行階段形
Row echelon form

 とは、
した

下の
ぎょう

行
row

へ
すす

進むほど
しゅせいぶん

主成分
pivot

が
みぎ

右へ
いどう

移動し、
れいぎょう

零行が
した

下に
あつ

集まる
かたち

形 である。
かんやくぎょうかいだんけい

簡約行階段形
Reduced row echelon form

 とは、
かくしゅせいぶん

各主成分が 1 で、その
れつ

列
column

の
ほか

他の
せいぶん

成分
component

がすべて 0 になった
かたち

形 である。

3 
ほうしん

方針

ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

で
ひだりした

左下から
ひぜろせいぶん

非零成分を
しょうきょ

消去し、
しゅせいぶん

主成分
pivot

を
かいだんじょう

階段状に
はいち

配置する。
かい

解を
かんぜん

完全に
よ

読むなら、さらに

しゅせいぶんれつ

主成分列
pivot column

の
じょうげ

上下を 0 にして
かんやく

簡約する。

→ 講義 行基本変形の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行基本変形の基本-講義/

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

かいだんけい

階段形
row echelon form

では、
しゅやく

主役になる
へんすう

変数が
ひだり

左 から
みぎ

右へ
じゅん

順 に
あらわ

現 れる。pivot がある
れつ

列
column

は
しゅへんすう

主変数の
れつ

列
column

であり、pivot が

ない
れつ

列
column

は
じゆうへんすう

自由変数
free variable

の
れつ

列
column

になる。

このため、
かいだんけい

階段形
row echelon form

は
けいさんとちゅう

計算途中の
かたち

形 であると
どうじ

同時に、
かい

解の
じゆうど

自由度を
かくにん

確認する
ひょう

表 としても
きのう

機能する。
せんけいへんかん

線型変換
linear transformation

として
み

見ると、pivot は「
にゅうりょくほうこう

入力方向 のうち、
しゅつりょくがわ

出力側 で
どくりつ

独立
independent

に
き

効いている
ほうこう

方向」を
しめ

示す
しるし

印 である。

pivot のない
れつ

列
column

は、
ほか

他の pivot 
れつ

列
column

の
く

組み
あ

合わせで
せつめい

説明できる
ほうこう

方向であり、そこに
じゆうど

自由度が
のこ

残る。

したがって
かいだんけい

階段形
row echelon form

は、
ぎょうれつ

行列
matrix

を
み

見やすくする
ひょうけいさん

表計算ではなく、
しゃぞう

写像
map

がどの
ほうこう

方向を
どくりつ

独立
independent

に
たも

保ち、どの
ほうこう

方向を
ほか

他

の
ほうこう

方向へ
じゅうぞく

従属
dependent

させるかを
よ

読むための
かたち

形 である。

→ 講義 階数の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/階数の基本-講義/

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

たとえば
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(

1

0
0

2
1
0

0
3
0)



は
ぎょうかいだんけい

行階段形である。
しゅせいぶん

主成分
pivot

は 1 
れつめ

列目と 2 
れつめ

列目にあるため、pivot の
こすう

個数は 2 である。したがって
かいすう

階数
rank

は 2 で

ある。
かんやくぎょうかいだんけい

簡約行階段形では、さらに
しゅせいぶんれつ

主成分列
pivot column

の
たせいぶん

他成分を 0 にする。たとえば

(

1

0
0

0
1
0

−6
3
0 )




は
かんやくぎょうかいだんけい

簡約行階段形である。

6 
ぐたいれい

具体例と
むじゅん

矛盾の
はんてい

判定

かくだいけいすうぎょうれつ

拡大係数行列
augmented matrix

(1 2 5
0 1 1)

は
かいだんけい

階段形
row echelon form

である。
だいにぎょう

第二行から 𝑦 = 1 を
え

得る。
だいいちぎょう

第一行へ
だいにゅう

代入して 𝑥 + 2 = 5、すなわち 𝑥 = 3 を
え

得る。
かいだんけい

階段形
row echelon form

は
した

下から
うえ

上へ
かい

解を
もど

戻す
かたち

形 である。
かくだいけいすうぎょうれつ

拡大係数行列
augmented matrix

では、
さいご

最後の
れつ

列
column

だけに pivot が
た

立つ
ばあい

場合に
ちゅうい

注意する。たとえば

(1 2 3
0 0 1)

には
ぎょう

行
row

 0𝑥 + 0𝑦 = 1 が
ふく

含まれる。これは 0 = 1 という
むじゅん

矛盾なので、
かい

解は
そんざい

存在しない。
かいすう

階数
rank

で
い

言えば、
けいすうぎょうれつ

係数行列
coefficient matrix

の
かいすう

階数
rank

は 1 だが、
かくだいけいすうぎょうれつ

拡大係数行列
augmented matrix

の
かいすう

階数
rank

は 2 であり、

rank(𝐴) < rank(𝐴 ∣ 𝑏)

となる。この
ふいっち

不一致が、
うへん

右辺
right-hand side

 𝑏 が
れつくうかん

列空間
column space

に
はい

入っていないことを
あらわ

表 す。

7 よくある
ごかい

誤解

• pivot は
にんい

任意の
ひぜろせいぶん

非零成分でよいわけではない。
かくぎょう

各行の
ひだり

左 から
さいしょ

最初の
ひぜろせいぶん

非零成分である。

•
かいだんけい

階段形
row echelon form

と
かんやくかいだんけい

簡約階段形
reduced row echelon form

は
どういつ

同一ではない。
かんやく

簡約では pivot 
れつ

列
column

の
たせいぶん

他成分も 0 にする。

•
かいすう

階数
rank

は
ひぜろせいぶん

非零成分の
こすう

個数ではなく、pivot の
こすう

個数である。

8 どこまで
な

成り
た

立つか

ぎょうきほんへんけい

行基本変形
elementary row operation

で
え

得られる
かいだんけい

階段形
row echelon form

は
いちい

一意とは
かぎ

限らない。しかし
かんやくぎょうかいだんけい

簡約行階段形は
いちい

一意である。
かいすう

階数
rank

や pivot の
こすう

個数

は、
とちゅう

途中の
そうさ

操作
operation

の
せんたく

選択に
いぞん

依存しない。
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9 
さいしゅうけい

最終形

rank = pivot の個数

pivot のない列が自由変数を与える

10 
えんしゅう

演習リンク

→ 基本演習 基本変形と連立一次方程式 exercise math linear-algebra

https://study.bem130.com/exercise/math/linear-algebra/基本変形と連立一次方程式-基本演習/

11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 連立一次方程式と掃き出し法 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/連立一次方程式と掃き出し法-講義/

→ 講義 階数の基本 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/階数の基本-講義/
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