
ちゅうごく

中国
じょうよていり

剰余定理

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義の
かくしん

核心は、「
たが

互いに
そ

素な
ほう

法で
あた

与えられた
ふくすう

複数の
あま

余り
じょうけん

条件は、
あ

合わせた
ほう

法のもとで
いちい

一意の
かい

解を
も

持つ」

ことである。

「3 で
わ

割ると 2 
あま

余り、5 で
わ

割ると 3 
あま

余る
せいすう

整数は？」という
もんだい

問題を
たいけいてき

体系的に
と

解く
どうぐ

道具が
ちゅうごく

中国
じょうよていり

剰余定理（CRT）

である。
ちゅうごく

中国の
こてん

古典「
そんしさんけい

孫子算経」（3 〜 5 
せいき

世紀）に
あらわ

現 れたことから
めいめい

命名。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

2.1 
ちゅうごく

中国
じょうよていり

剰余定理
Chinese Remainder Theorem

ていり

定理：𝑚1,𝑚2,…,𝑚𝑘 が
たが

互いに
そ

素（gcd(𝑚𝑖,𝑚𝑗) = 1、𝑖 ≠ 𝑗）なとき、
れんりつごうどうしき

連立合同式

𝑥 ≡ 𝑎1 (mod 𝑚1), 𝑥 ≡ 𝑎2 (mod 𝑚2), …, 𝑥 ≡ 𝑎𝑘 (mod 𝑚𝑘)

は 𝑀 = 𝑚1𝑚2⋯𝑚𝑘 を
ほう

法として
いちい

一意の
かい

解を
も

持つ。

「
ちゅうごく

中国
じょうよていり

剰余定理」の
めいめい

命名：Chinese Remainder Theorem の
やく

訳。
あま

余り（remainder）= 
じょうよ

剰余。
とうよう

東洋で
どくりつ

独立に
はっけん

発見

された
じじつ

事実を
せいよう

西洋の
すうがくしゃ

数学者が
めいめい

命名した。
ていぎ

定義が
じつげん

実現する
せいしつ

性質：𝑀  の
ばいすう

倍数
いき

域（0 ≤ 𝑥 < 𝑀）
うち

内にちょうど 1 つの
かい

解が
そんざい

存在する。

2.1.1 
いちいせい

一意性の
ちょっかん

直観

ほう

法
じょうほうりょう

情報量

𝑥mod𝑚1 𝑚1 
とお

通りの
かのうせい

可能性を 1 
とお

通りに
げんてい

限定

𝑥mod𝑚2 さらに 𝑚2 
ぶん

分の 1 に
げんてい

限定

⋮ ⋮
ぜん

全
じょうけん

条件 𝑀 = 𝑚1⋯𝑚𝑘 
とお

通りのうち 1 
とお

通りに
げんてい

限定

3 
ほうしん

方針

こうせいてきしょうめい

構成的証明（
かい

解の
こうせい

構成）：
かく

各 𝑖 について 𝑀𝑖 = 𝑀/𝑚𝑖（𝑚𝑖 
いがい

以外の
せき

積）を
つく

作り、𝑀𝑖 の mod𝑚𝑖 における
ぎゃくげん

逆元 

𝑀−1𝑖  を
もと

求めて

𝑥 ≡∑
𝑘

𝑖=1
𝑎𝑖𝑀𝑖𝑀−1𝑖 (mod 𝑀)

と
こうせい

構成する。
ぎゃくげん

逆元の
けいさん

計算にユークリッド
ごじょほう

互除法を
しよう

使用する。
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4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

「
ふ

振り
こ

子を 3 
びょう

秒
しゅうき

周期と 5 
びょう

秒
しゅうき

周期で
どうじ

同時に
な

鳴らすと 15 
びょう

秒
しゅうき

周期で
いっち

一致する」。3 と 5 が
たが

互いに
そ

素なので、[0, 15) 

のどの
あま

余り
くみ

組み
あ

合わせもちょうど 1 
かい

回
あらわ

現 れる。CRT はこの「
あま

余り
くみ

組み
あ

合わせ → 
もと

元の
かず

数」の
ぎゃくびき

逆引を
あた

与える。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 
そんざい

存在の
こうせい

構成

かく

各 𝑖 に
たい

対して 𝑀𝑖 = 𝑀/𝑚𝑖 と
お

置く。gcd(𝑀𝑖,𝑚𝑖) = 1（
かてい

仮定より）なので、ユークリッド
ごじょほう

互除法で 𝑀−1𝑖 mod𝑚𝑖 

が
そんざい

存在する。

𝑥0 =∑
𝑘

𝑖=1
𝑎𝑖𝑀𝑖𝑀−1𝑖

かくにん

確認：𝑥0mod𝑚𝑖 を
けいさん

計算すると、𝑗 ≠ 𝑖 の
こう

項はすべて 𝑚𝑖 の
ばいすう

倍数（𝑚𝑖 ∣ 𝑀𝑗）なので 0、𝑖 
ばんめ

番目の
こう

項は 𝑎𝑖𝑀𝑖𝑀−1𝑖 ≡

𝑎𝑖 · 1 = 𝑎𝑖 (mod 𝑚𝑖)。

5.2 2. 
いちいせい

一意性の
しょうめい

証明

𝑥0 と 𝑥1 がともに
ぜん

全
じょうけん

条件を
み

満たすとき、𝑥0 − 𝑥1 ≡ 0 (mod 𝑚𝑖)（∀𝑖）。
かく

各 𝑚𝑖 が
たが

互いに
そ

素なので 𝑥0 − 𝑥1 ≡

0 (mod 𝑀)。

5.3 3. 
にへんすう

2 変数の
ぐたいてき

具体的な
けいさんてじゅん

計算手順

𝑥 ≡ 𝑎1 (mod 𝑚1)、𝑥 ≡ 𝑎2 (mod 𝑚2)（gcd(𝑚1,𝑚2) = 1）を
と

解く：
ほうほう

方法 1（
だいにゅうほう

代入法）：𝑥 = 𝑎1 +𝑚1𝑡 と
お

置き、𝑎1 +𝑚1𝑡 ≡ 𝑎2 (mod 𝑚2) から 𝑡 ≡ (𝑎2 − 𝑎1)𝑚−11 (mod 𝑚2) を
もと

求める。
ほうほう

方法 2（
こうせいこうしき

構成公式）：𝑀 = 𝑚1𝑚2、𝑀1 = 𝑚2、𝑀2 = 𝑚1 として
じょうき

上記の
こうしき

公式を
てきよう

適用する。
れい

例：𝑥 ≡ 2 (mod 3)、𝑥 ≡ 3 (mod 5)

𝑀 = 15、𝑀1 = 5、𝑀2 = 3。

5 · 𝑀−11 ≡ 1 (mod 3)⟹ 2𝑀−11 ≡ 1 (mod 3)⟹𝑀−11 = 2

3 · 𝑀−12 ≡ 1 (mod 5)⟹ 3𝑀−12 ≡ 1 (mod 5)⟹𝑀−12 = 2

𝑥0 = 2 · 5 · 2 + 3 · 3 · 2 = 20 + 18 = 38 ≡ 8 (mod 15)
かくにん

確認：8 = 2 · 3 + 2（mod3 で 2）、8 = 1 · 5 + 3（mod5 で 3）。

5.4 4. 
さんへんすう

3 変数の
れい

例

𝑥 ≡ 1 (mod 3)、𝑥 ≡ 2 (mod 4)、𝑥 ≡ 3 (mod 5)（gcd(3, 4) = gcd(3, 5) = gcd(4, 5) = 1）。

𝑀 = 60、𝑀1 = 20、𝑀2 = 15、𝑀3 = 12。

𝑀−11 ≡ 20−1 ≡ 2−1 ≡ 2 (mod 3)
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𝑀−12 ≡ 15−1 ≡ 3−1 ≡ 3 (mod 4)（3 · 3 = 9 ≡ 1）

𝑀−13 ≡ 12−1 ≡ 2−1 ≡ 3 (mod 5)（2 · 3 = 6 ≡ 1）

𝑥0 = 1 · 20 · 2 + 2 · 15 · 3 + 3 · 12 · 3 = 40 + 90 + 108 = 238 ≡ 58 (mod 60)

5.5 5. CRT の
だいすうてき

代数的
いみ

意味

gcd(𝑚𝑖,𝑚𝑗) = 1（𝑖 ≠ 𝑗）のとき
かん

環の
どうけい

同型

ℤ/𝑀ℤ ≅ ℤ/𝑚1ℤ ×⋯× ℤ/𝑚𝑘ℤ

が
せいりつ

成立する。これが CRT の
だいすうてき

代数的な
ほんしつ

本質であり、𝑀  の
じょうよ

剰余
るい

類の
じょうほう

情報が
かくほう

各法の
あま

余りの
くみ

組み
あ

合わせに
いちたいいち

一対一

で
たいおう

対応することを
いみ

意味する。

6 
おうよう

応用：
ちょうにちざん

調日算

「
げつようび

月曜日から
なん

何
にち

日
ご

後かを
もと

求める」などの
ようび

曜日
けいさん

計算は mod7 の
けいさん

計算である。
ふくすう

複数の
しゅうき

周期が
から

絡む
ばあい

場合に CRT が

しよう

使用できる。
しょうさい

詳細は
ちょうにちざん

調日算の
こうぎ

講義で
あつか

扱 う。

→ 講義 調日算 lecture math number-theory

https://study.bem130.com/lecture/math/number-theory/調日算-講義/

7 
みわ

見分け
かた

方

•
あま

余り
じょうけん

条件が
ふくすう

複数あり、
ほう

法が
たが

互いに
そ

素 → CRT で
いちい

一意に
と

解ける

•
ほう

法が
たが

互いに
そ

素でない
ばあい

場合 → まず
たが

互いに
そ

素な
ぶぶん

部分に
ぶんかい

分解するか、
いっぱん

一般
か

化 CRT を
しよう

使用する

• 𝑀  の
じょうよ

剰余
かん

環の
けいさん

計算 → CRT で
ちい

小さな
ほう

法に
ぶんかい

分解して
へいれつけいさん

並列計算する

8 どこまで
な

成り
た

立つか

ほう

法が
たが

互いに
そ

素でない
ばあい

場合は
かい

解の
そんざい

存在
じょうけん

条件が
か

変わる（𝑎1 ≡ 𝑎2 (mod gcd(𝑚1,𝑚2)) が
ひつよう

必要）。
そんざい

存在する
ばあい

場合の

いちいせい

一意性は lcm(𝑚1,𝑚2) を
ほう

法とした
いみ

意味に
よわ

弱まる。

9 
さいしゅうけい

最終形

𝑥 ≡ ∑𝑘𝑖=1 𝑎𝑖𝑀𝑖𝑀
−1
𝑖 (mod 𝑀), 𝑀𝑖 = 𝑀𝑚𝑖 , 𝑀𝑖𝑀

−1
𝑖 ≡ 1 (mod 𝑚𝑖)

10 
ひとこと

一言でいうと

たが

互いに
そ

素な
ほう

法の
あま

余り
じょうけん

条件は
どくりつ

独立な
じょうほう

情報を
あた

与え、
せき

積の
ほう

法のもとで
いちい

一意の
かい

解が
こうせい

構成できる—
ちゅうごく

中国の
こてん

古典から

げんだい

現代の
あんごう

暗号
りろん

理論まで
つらぬ

貫 く
ていり

定理。
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11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 合同式と mod 演算の基本 lecture math abstract-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/abstract-algebra/合同式と mod 演算の基本-講義/

→ 講義 ユークリッドの互除法と一次不定方程式 lecture math algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/ユークリッドの互除法と一次不定方程式-講義/

→ 講義 調日算 lecture math number-theory

https://study.bem130.com/lecture/math/number-theory/調日算-講義/
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