
Fourier 
へんかん

変換と PDE

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、Fourier 
へんかん

変換により
くうかんびぶん

空間微分を
しゅうはすう

周波数の
せき

積へ
へんかん

変換し、PDE を
しゅうはすう

周波数ごとの
もんだい

問題へ
ぶんかい

分解

することである。

2 
ほうしん

方針

ぜんくうかん

全空間や
しゅうきせい

周期性のない
もんだい

問題では、Fourier 
きゅうすう

級数より Fourier 
へんかん

変換が
てきごう

適合する。
びぶん

微分は
しゅうはすうへんすう

周波数変数の
じょうざん

乗算へ

いこう

移行するため、
ねつほうていしき

熱方程式や
はどうほうていしき

波動方程式を
しゅうはすう

周波数ごとに
かいせき

解析できる。

3 
びぶん

微分が
じょうざん

乗算になる
りゆう

理由

Fourier 
へんかん

変換を

𝑓(𝜉) = ∫
ℝ
𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝜉 𝑑𝑥

で
ていぎ

定義する。
かんすう

関数が
じゅうぶん

十分に
げんすい

減衰し、
ぶぶんせきぶん

部分積分の
きょうかいこう

境界項が 0 になると
かてい

仮定する。このとき

𝑓′(𝜉) = ∫
ℝ
𝑓′(𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝜉 𝑑𝑥

である。
ぶぶんせきぶん

部分積分により

∫
ℝ
𝑓′(𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝜉 𝑑𝑥 = [𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝜉]∞

−∞
+ 𝑖𝜉∫

ℝ
𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝜉 𝑑𝑥

となる。
きょうかいこう

境界項が 0 なら

𝑓′(𝜉) = 𝑖𝜉𝑓(𝜉)

である。もう
いちど

一度
てきよう

適用すると

𝑓″(𝜉) = (𝑖𝜉)2𝑓(𝜉) = −𝜉2𝑓(𝜉)

を
え

得る。したがって、
くうかんびぶん

空間微分を
ふく

含む PDE は
しゅうはすう

周波数ごとの
だいすうしき

代数式または ODE へ
へんかん

変換される。

4 
だいひょうれい

代表例

ねつほうていしき

熱方程式 𝑢𝑡 = 𝜅𝑢𝑥𝑥 を 𝑥 で Fourier 
へんかん

変換すると、

𝜕𝑡𝑢̂ = −𝜅𝜉2𝑢̂

となる。これは 𝑡 に
かん

関する ODE であり、
こうしゅうは

高周波ほど
はや

速く
げんすい

減衰することを
しめ

示す。
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5 Fourier 
きゅうすう

級数との
そうい

相違

Fourier 
きゅうすう

級数は
ゆうかいくかん

有界区間や
しゅうきかんすう

周期関数を
りさんてき

離散的な
しゅうはすう

周波数へ
ぶんかい

分解する。Fourier 
へんかん

変換は
ぜんくうかん

全空間の
かんすう

関数を
れんぞくてき

連続的な

しゅうはすう

周波数へ
ぶんかい

分解する。
きょうかい

境界がある
もんだい

問題では Fourier 
きゅうすう

級数、
ぜんくうかん

全空間では Fourier 
へんかん

変換が
しぜん

自然である。

6 heat kernel への
せつぞく

接続

しょきじょうけん

初期条件 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) の Fourier 
へんかん

変換を 𝑓(𝜉) とすると、

𝑢̂(𝜉, 𝑡) = 𝑒−𝜅𝜉2𝑡𝑓(𝜉)

である。
ぎゃくへんかん

逆変換すると、
かい

解は heat kernel と 𝑓  の
たた

畳み
こ

込みで
ひょうげん

表現される。これは
しょきぶんぷ

初期分布が Gaussian 
かく

核で

へいきんか

平均化されることを
いみ

意味する。

heat kernel の
しき

式は、Gaussian の Fourier 
へんかん

変換から
どうしゅつ

導出される。
ぎゃくへんかん

逆変換の
ていすう

定数を

𝑓(𝑥) = 1
2𝜋

∫
ℝ
𝑓(𝜉)𝑒𝑖𝑥𝜉 𝑑𝜉

とする
きやく

規約では、

1
2𝜋

∫
ℝ
𝑒−𝜅𝑡𝜉2𝑒𝑖𝑥𝜉 𝑑𝜉 = 1√

4𝜋𝜅𝑡
𝑒−𝑥2/(4𝜅𝑡)

である。この
せきぶん

積分は
へいほうかんせい

平方完成と Gaussian 
せきぶん

積分により
けいさん

計算される。したがって 𝑒−𝜅𝑡𝜉2  の
ぎゃくへんかん

逆変換が heat kernel 

になる。

7 
ぜんくうかん

全空間の
ねつほうていしき

熱方程式を
と

解く

もんだい

問題を

𝑢𝑡 = 𝜅𝑢𝑥𝑥, 𝑥 ∈ ℝ, 𝑡 > 0, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥)

とする。
みちかんすう

未知関数は 𝑢(𝑥, 𝑡)、
どくりつへんすう

独立変数は
くうかん

空間 𝑥 と
じかん

時間 𝑡、
ていぎいき

定義域は
ぜんじっせん

全実線である。Fourier 
へんかん

変換を 𝑥 に
かん

関し

て
てきよう

適用すると、
くうかんびぶん

空間微分は

𝑢𝑥𝑥(𝜉, 𝑡) = −𝜉2𝑢̂(𝜉, 𝑡)

へ
いこう

移行する。したがって
しゅうはすう

周波数ごとに

𝜕𝑡𝑢̂(𝜉, 𝑡) = −𝜅𝜉2𝑢̂(𝜉, 𝑡), 𝑢̂(𝜉, 0) = 𝑓(𝜉)

を
と

解けばよい。
かい

解は

𝑢̂(𝜉, 𝑡) = 𝑒−𝜅𝜉2𝑡𝑓(𝜉)

である。
ぎゃくへんかん

逆変換により

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1√
4𝜋𝜅𝑡

∫
ℝ
𝑒−(𝑥−𝑦)2/(4𝜅𝑡)𝑓(𝑦) 𝑑𝑦

となる。
かく

核

𝐺𝑡(𝑥) =
1√
4𝜋𝜅𝑡

𝑒−𝑥2/(4𝜅𝑡)
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が heat kernel である。

8 
ひかくれい

比較例: 
きょうかい

境界がある
ばあい

場合

くかん

区間 0 < 𝑥 < 𝐿 で Dirichlet 
じょうけん

条件を
か

課すと、
ぜんくうかん

全空間の
へいこういどうたいしょうせい

平行移動対称性は
うしな

失 われる。この
ばあい

場合、
れんぞくしゅうはすう

連続周波数 

𝜉 ではなく、
きょうかいじょうけん

境界条件 に
てきごう

適合する
りさん

離散モード sin(𝑛𝜋𝑥/𝐿) を
しよう

使用する。Fourier 
へんかん

変換と Fourier 
きゅうすう

級数の
せんたく

選択

は、
りょういき

領域と
きょうかいじょうけん

境界条件 で
き

決まる。

9 
はんれい

反例または
げんかい

限界

けいすう

係数が 𝑥 に
いぞん

依存する 𝑢𝑡 = (𝑎(𝑥)𝑢𝑥)𝑥 では、Fourier 
へんかん

変換を
てきよう

適用しても
たんじゅん

単純な
じょうざん

乗算には
へんかん

変換されない。
たた

畳み

こ

込みや
ぎびぶんさようそ

擬微分作用素が
あらわ

現 れるため、
ていすうけいすう

定数係数の
ばあい

場合と
おな

同じ
てじゅん

手順では
かんけつ

完結しない。

10 どこまで
な

成り
た

立つか

Fourier 
へんかん

変換は
りょういき

領域や
きょうかいじょうけん

境界条件 に
つよ

強く
いぞん

依存する。
ゆうかいくかん

有界区間では、Fourier 
きゅうすう

級数や
こゆうかんすうてんかい

固有関数展開が
しぜん

自然にな

る。

11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 フーリエ変換の入口 lecture math analysis

https://study.bem130.com/lecture/math/analysis/フーリエ変換の入口-講義/
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