
Green 
かんすう

関数の
いりぐち

入口

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
せんけい

線形 PDE の
かい

解を、
てんげん

点源に
たい

対する
おうとう

応答の
かさ

重ね
あ

合わせとして
こうせい

構成することである。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

Green 
かんすう

関数
Green function

 は、
えんざんし

演算子 𝐿 に
たい

対して 𝐿𝐺 = 𝛿 を
み

満たす
きほんおうとう

基本応答である。ここで 𝛿 は
てんげん

点源を
あらわ

表 すデルタ
かんすう

関数で

ある。

3 
ほうしん

方針

せんけいせい

線形性により、
いっぱん

一般の
にゅうりょく

入力 は
てんげん

点源の
れんぞくてき

連続的な
かさ

重ね
あ

合わせとして
あつか

扱 える。Green 
かんすう

関数が
きち

既知なら、
かい

解は
たた

畳

み
こ

込みや
せきぶん

積分で
ひょうげん

表現される。

4 
ちゅうい

注意

Green 
かんすう

関数は
ほうていしき

方程式だけでなく、
りょういき

領域と
きょうかいじょうけん

境界条件 に
いぞん

依存する。
おな

同じ
びぶんえんざんし

微分演算子であっても、
きょうかいじょうけん

境界条件 が

こと

異なれば Green 
かんすう

関数も
こと

異なる。

5 
いちじげん

一次元 Poisson 
もんだい

問題

くかん

区間 0 < 𝑥 < 1 で

−𝑢″(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0

を
かんが

考 える。Green 
かんすう

関数 𝐺(𝑥, 𝜉) は、𝑥 = 𝜉 で
かたむ

傾 きが
と

跳び、
きょうかい

境界で 0 になる
せっせん

折線として
こうせい

構成される。
かい

解は

𝐺(𝑥, 𝜉) = {𝑥(1 − 𝜉), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜉,
𝜉(1 − 𝑥), 𝜉 ≤ 𝑥 ≤ 1

である。この
しき

式は、𝑥 = 0, 1 で 0 になり、𝑥 = 𝜉 で
れんぞく

連続であり、
かたむ

傾 きの
と

跳びにより −𝐺𝑥𝑥 = 𝛿(𝑥 − 𝜉) を
あらわ

表

す。
みぎへん

右辺 𝑓  を
てんげん

点源の
かさ

重ね
あ

合わせと
かいしゃく

解釈すると、

𝑢(𝑥) = ∫
1

0
𝐺(𝑥, 𝜉)𝑓(𝜉) 𝑑𝜉

で
ひょうげん

表現される。これは
かくてん

各点 𝜉 の
てんげん

点源への
おうとう

応答を
かさ

重ね
あ

合わせる
しき

式である。

6 Green 
かんすう

関数の
しき

式を
どうしゅつ

導出する

𝑥 ≠ 𝜉 では
てんげん

点源がないため、−𝐺𝑥𝑥 = 0 である。したがって 𝐺 は 𝑥 < 𝜉 と 𝑥 > 𝜉 の
りょうがわ

両側で
いちじかんすう

一次関数になる。

きょうかいじょうけん

境界条件  𝐺(0, 𝜉) = 𝐺(1, 𝜉) = 0 を
み

満たすように
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𝐺(𝑥, 𝜉) = {𝐴𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜉,
𝐶(1 − 𝑥), 𝜉 ≤ 𝑥 ≤ 1

と
お

置く。𝑥 = 𝜉 で
れんぞく

連続であるため

𝐴𝜉 = 𝐶(1 − 𝜉)

が
ひつよう

必要である。さらに −𝐺𝑥𝑥 = 𝛿(𝑥 − 𝜉) を 𝜉 − 𝜀 から 𝜉 + 𝜀 まで
せきぶん

積分すると

−𝐺𝑥(𝜉 +, 𝜉) + 𝐺𝑥(𝜉 −, 𝜉) = 1

を
え

得る。ここで 𝐺𝑥(𝜉 −, 𝜉) = 𝐴、𝐺𝑥(𝜉 +, 𝜉) = −𝐶 だから

𝐴+ 𝐶 = 1

である。
れんぞくじょうけん

連続条件と
ちょうやくじょうけん

跳躍条件 を
れんりつ

連立して
と

解くと

𝐴 = 1 − 𝜉, 𝐶 = 𝜉

となる。よって

𝐺(𝑥, 𝜉) = {𝑥(1 − 𝜉), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜉,
𝜉(1 − 𝑥), 𝜉 ≤ 𝑥 ≤ 1

が
どうしゅつ

導出される。

7 
ぐたいれい

具体例: 
いっていかじゅう

一定荷重

𝑓(𝜉) = 1 の
ばあい

場合、
かい

解は

𝑢(𝑥) = ∫
1

0
𝐺(𝑥, 𝜉) 𝑑𝜉 = 𝑥(1 − 𝑥)

2

である。これは −𝑢″ = 1、𝑢(0) = 𝑢(1) = 0 を
み

満たす。
ちょくせつせきぶん

直接積分でも
おな

同じ
かい

解を
え

得るが、Green 
かんすう

関数を
しよう

使用す

ると
にんい

任意の
みぎへん

右辺 𝑓  に
たい

対して
どういつ

同一の
かく

核を
さいりよう

再利用できる。

8 
ずしき

図式としての
たた

畳み
こ

込み

ぜんくうかん

全空間で
へいこういどうたいしょうせい

平行移動対称性がある
ばあい

場合、Green 
かんすう

関数は 𝐺(𝑥 − 𝜉) の
かたち

形 になり、
かい

解は
たた

畳み
こ

込み 𝐺*𝑓  で
ひょうげん

表現され

る。
きょうかい

境界がある
ばあい

場合は、𝑥 と 𝜉 を
べつべつ

別々に
あつか

扱 う 𝐺(𝑥, 𝜉) が
ひつよう

必要である。この
さ

差が fundamental solution と Green 

かんすう

関数の
じつようじょう

実用上の
そうい

相違である。

9 fundamental solution との
そうい

相違

きほんかい

基本解
Fundamental solution

 は
ぜんくうかん

全空間での
てんげんおうとう

点源応答である。Green 
かんすう

関数は
りょういき

領域と
きょうかいじょうけん

境界条件 を
はんえい

反映した
てんげんおうとう

点源応答である。した

がって Green 
かんすう

関数の
ほう

方が
きょうかいちもんだい

境界値問題に
てきごう

適合する。

10 
かんれん

関連リンク

→ 講義 ステップ関数・デルタ関数・畳み込み lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/ステップ関数・デルタ関数・畳み込み-講義/
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