
heat・wave・Laplace 
ほうていしき

方程式

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、PDE の
だいひょうれい

代表例を
べつべつ

別々の
こうしき

公式としてではなく、
かくさん

拡散・
でんぱ

伝播・
へいこう

平衡の
さんるいけい

三類型として
ひかく

比較

することである。

2 
だいひょうしき

代表式

ねつほうていしき

熱方程式は

𝑢𝑡 = 𝜅𝑢𝑥𝑥

である。
はどうほうていしき

波動方程式は

𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥

である。Laplace 
ほうていしき

方程式は

Δ𝑢 = 0

である。

3 
ほうしん

方針

ねつほうていしき

熱方程式では
しょきぶんぷ

初期分布が
へいかつか

平滑化される。
はどうほうていしき

波動方程式では
しょきへんい

初期変位と
しょきそくど

初期速度が
でんぱ

伝播する。Laplace 
ほうていしき

方程式で

は
きょうかいち

境界値が
ないぶ

内部の
へいこうぶんぷ

平衡分布を
けってい

決定する。

4 heat: 
へいかつか

平滑化と maximum principle

ねつほうていしき

熱方程式では、
こうしゅうは

高周波の
ゆ

揺れが
じかん

時間とともに
げんすい

減衰する。たとえば 0 < 𝑥 < 𝐿、𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝐿, 𝑡) = 0 の
じょうけん

条件で

は、
せいげん

正弦モード sin(𝑛𝜋𝑥/𝐿) が 𝑒−𝜅(𝑛𝜋/𝐿)2𝑡 で
げんすい

減衰する。
おお

大きい 𝑛 ほど
はや

速く
き

消えるため、
かい

解は
なめ

滑らかになる。

この
げんすいこうしき

減衰公式は
だいにゅう

代入で
どうしゅつ

導出できる。𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑇 (𝑡) sin(𝑛𝜋𝑥/𝐿) と
お

置くと、

𝑢𝑡 = 𝑇′(𝑡) sin(𝑛𝜋𝑥/𝐿)

であり、

𝑢𝑥𝑥 = −(𝑛𝜋
𝐿

)
2
𝑇 (𝑡) sin(𝑛𝜋𝑥/𝐿)

である。これを 𝑢𝑡 = 𝜅𝑢𝑥𝑥 へ
だいにゅう

代入すると

𝑇 ′(𝑡) = −𝜅(𝑛𝜋
𝐿

)
2
𝑇 (𝑡)

となる。この
いっかいせんけい

一階線形 ODE の
かい

解は

𝑇 (𝑡) = 𝑇 (0)𝑒−𝜅(𝑛𝜋/𝐿)2𝑡

である。したがって
せいげん

正弦モードの
げんすい

減衰が
どうしゅつ

導出される。
ひょうじゅんれい

標準例 として、
しょきおんど

初期温度を 𝑢(𝑥, 0) = sin(𝜋𝑥/𝐿) とする。このとき
かい

解は
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𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝜅(𝜋/𝐿)2𝑡 sin(𝜋𝑥/𝐿)

である。
かたち

形 は
たも

保たれるが、
しんぷく

振幅だけが
しすうかんすうてき

指数関数的に
げんすい

減衰する。
ひかくれい

比較例として sin(5𝜋𝑥/𝐿) を
しょきぶんぷ

初期分布に
ふく

含め

ると、
げんすいりつ

減衰率は 25 
ばい

倍になる。これが
へいかつか

平滑化の
ぐたいてき

具体的な
いみ

意味である。

5 wave: 
でんぱ

伝播と energy

はどうほうていしき

波動方程式で は 、
しょきへんい

初期変位と
しょきそくど

初期速度が
ゆうげんそくど

有限速度で
でんぱ

伝播す る 。
こていたん

固定端
じょうけん

条件で は
せいげん

正弦モ ー ド が
しんどう

振動し 、

ねつほうていしき

熱方程式のように
たんちょう

単調に
しょうめつ

消滅しない。
うんどう

運動と
ひず

歪みのエネルギーの
わ

和が
ほぞん

保存されることが
きほんせいしつ

基本性質である。
ぜんくうかん

全空間の
いっかいげん

一階元では、d’Alembert 
こうしき

公式

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡)
2

+ 1
2𝑐

∫
𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑔(𝑠) 𝑑𝑠

が
てんけい

典型である。ここで 𝑓  は
しょきへんい

初期変位、𝑔 は
しょきそくど

初期速度である。
てん

点 (𝑥, 𝑡) の
かい

解は、
くかん

区間 [𝑥 − 𝑐𝑡, 𝑥 + 𝑐𝑡] の
しょきじょうほう

初期情報

だけに
いぞん

依存する。これが
ゆうげんでんぱそくど

有限伝播速度の
しき

式による
ひょうげん

表現である。

この
こうしき

公式も
いんすうぶんかい

因数分解から
どうしゅつ

導出できる。
はどうえんざんし

波動演算子は

𝜕2
𝑡 − 𝑐2𝜕2

𝑥 = (𝜕𝑡 − 𝑐𝜕𝑥)(𝜕𝑡 + 𝑐𝜕𝑥)

と
ぶんかい

分解される。
しんへんすう

新変数

𝜉 = 𝑥 − 𝑐𝑡, 𝜂 = 𝑥 + 𝑐𝑡

を
どうにゅう

導入すると、
いっぱんかい

一般解は

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐹(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝐺(𝑥 + 𝑐𝑡)

の
かたち

形 になる。
しょきじょうけん

初期条件 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥)、𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) を
だいにゅう

代入すると

𝐹(𝑥) + 𝐺(𝑥) = 𝑓(𝑥)

および

−𝑐𝐹′(𝑥) + 𝑐𝐺′(𝑥) = 𝑔(𝑥)

を
え

得る。
だいにしき

第二式を
せきぶん

積分して 𝐹, 𝐺 を
しょうきょ

消去すると、d’Alembert 
こうしき

公式

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡)
2

+ 1
2𝑐

∫
𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
𝑔(𝑠) 𝑑𝑠

が
え

得られる。

6 Laplace: 
へいこう

平衡と
ちょうわかんすう

調和関数

Laplace 
ほうていしき

方程式 Δ𝑢 = 0 の
かい

解は
ちょうわかんすう

調和関数である。
ないぶ

内部に
みなもと

源 がないため、
きょうかい

境界で
してい

指定した
あたい

値 が
ないぶ

内部の

へいこうじょうたい

平衡状態を
けってい

決定する。maximum principle により、
さいだいち

最大値と
さいしょうち

最小値は
げんそく

原則として
きょうかい

境界で
たっせい

達成される。
にじげん

二次元の
れい

例として 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 を
かくにん

確認する。𝑢𝑥𝑥 = 2、𝑢𝑦𝑦 = −2 なので Δ𝑢 = 0 である。
あたい

値 は
ないぶ

内部で

じゆう

自由に
さいだい

最大を
と

取るのではなく、
きょうかい

境界の
じょうほう

情報と
ちょうわせい

調和性に
せいやく

制約される。
はんたい

反対に 𝑥2 + 𝑦2 は Δ𝑢 = 4 であり、
ないぶ

内部

に
いちよう

一様な
みなもと

源 を
も

持つ Poisson 
ほうていしき

方程式の
れい

例になる。
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7 
ひかくひょう

比較表

ほうていしき

方程式
みちかんすう

未知関数
しゅ

主な
じょうけん

条件
かい

解の
よ

読み
かた

方

heat 𝑢(𝑥, 𝑡)
しょきおんど

初期温度と
きょうかいおんど

境界温度
かくさん

拡散と
へいかつか

平滑化

wave 𝑢(𝑥, 𝑡)
しょきへんい

初期変位と
しょきそくど

初期速度
でんぱ

伝播とエネルギー

Laplace 𝑢(𝑥, 𝑦)
きょうかいち

境界値
へいこう

平衡と
ちょうわせい

調和性

8 
じょうけん

条件による
ちが

違い

おな

同じ
ねつほうていしき

熱方程式であっても、Dirichlet 
じょうけん

条件では
たんてん

端点の
おんど

温度を
こてい

固定し、Neumann 
じょうけん

条件では
たんてん

端点を
つうか

通過する

ねつりゅう

熱流を
してい

指定する。
けっか

結果として
ちょうじかんご

長時間後の
へいこう

平衡が
へんか

変化する。このページでは
かいほう

解法を
かんけつ

完結させず、
さん

三
ほうていしき

方程式の

せいしつ

性質の
さ

差を
かくにん

確認する。

9 
たんい

単位の
かくにん

確認

ねつほうていしき

熱方程式で 𝑢 を
おんど

温度、𝑡 を
びょう

秒 、𝑥 を
なが

長さとすると、𝜅 は
なが

長さの 2 
じょう

乗 を
じかん

時間で
わ

割った
じげん

次元を
も

持つ。したがっ

て 𝑢𝑡 と 𝜅𝑢𝑥𝑥 は
おな

同じ
じげん

次元になる。

10 どこまで
な

成り
た

立つか

これらは
せんけい

線形で
りそうか

理想化された
だいひょう

代表モデルである。
ひせんけいかくさん

非線形拡散、
げんすい

減衰、
がいりょく

外力、
ふきんいつばいしつ

不均一媒質を
ふく

含む
ばあい

場合は、

ほうていしき

方程式の
かたち

形 が
へんか

変化する。

11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 変数分離法と Fourier 級数 lecture math partial-differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/partial-differential-equations/変数分離法と Fourier 級数-講義/
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