
にかいせんけい

二階線形 PDE の
ぶんるい

分類

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
にかいせんけい

二階線形 PDE を
けいすう

係数の
かたち

形 で
ぶんるい

分類し、
かくさん

拡散・
へいこう

平衡・
はどう

波動という
せいしつ

性質に
たいおう

対応させるこ

とである。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

だえんがた

楕円型
Elliptic equation

 は、Laplace 
ほうていしき

方程式のように
へいこうじょうたい

平衡状態を
きじゅつ

記述する
かた

型である。
ほうぶつがた

放物型
Parabolic equation

 は、
ねつほうていしき

熱方程式のように
かくさん

拡散を
きじゅつ

記述する
かた

型である。
そうきょくがた

双曲型
Hyperbolic equation

 は、
はどうほうていしき

波動方程式のように
でんぱ

伝播を
きじゅつ

記述する
かた

型である。

3 
ほうしん

方針

ぶんるい

分類は
かいほう

解法の
なまえ

名前ではなく、
じょうほう

情報の
つた

伝わり
かた

方を
しめ

示す。
だえんがた

楕円型では
きょうかいじょうけん

境界条件 が
ちゅうしん

中心になり、
ほうぶつがた

放物型では

じかんはってん

時間発展により
へいかつか

平滑化が
はっせい

発生し、
そうきょくがた

双曲型では
ゆうげんそくど

有限速度の
でんぱ

伝播が
あらわ

現 れる。

4 
だいひょうれい

代表例

• Laplace 
ほうていしき

方程式 Δ𝑢 = 0 は
だえんがた

楕円型である。

•
ねつほうていしき

熱方程式 𝑢𝑡 = 𝜅𝑢𝑥𝑥 は
ほうぶつがた

放物型である。

•
はどうほうていしき

波動方程式 𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥 は
そうきょくがた

双曲型である。

5 
なに

何を
さいしょ

最初に
はんべつ

判別するか

にかいせんけい

二階線形 PDE では、まず
さいこうかい

最高階の
びぶんこう

微分項だけを
ちゅうしゅつ

抽出 する。
ていかいこう

低階項や
がいりょくこう

外力項は
かい

解の
ぐたいけい

具体形に
えいきょう

影響するが、

かた

型の
しんだん

診断は
しゅぶ

主部で
き

決まる。
つぎ

次に、
へんすう

変数を
こてい

固定し、
けいすう

係数 𝐴,𝐵,𝐶 が
てん

点ごとに
なに

何を
しめ

示すかを
かくにん

確認する。
かた

型
かい

解の
せいしつ

性質
じょうけん

条件の
ちゅうしん

中心
てんけいかいほう

典型解法
だえんがた

楕円型
ないぶ

内部が
きょうかい

境界に
しはい

支配される
きょうかいじょうけん

境界条件 maximum principle, Green 
かんすう

関数
ほうぶつがた

放物型
じかん

時間とともに
へいかつか

平滑化する
しょきじょうけん

初期条件と
きょうかいじょうけん

境界条件 Fourier 
てんかい

展開, energy method
そうきょくがた

双曲型
ゆうげんそくど

有限速度で
でんぱ

伝播する
しょきへんい

初期変位と
しょきそくど

初期速度
とくせい

特性, energy method

6 
はんべつしき

判別式の
ゆらい

由来

にへんすう

二変数の
にかいしゅぶ

二階主部

𝐴𝑢𝑥𝑥 + 2𝐵𝑢𝑥𝑦 +𝐶𝑢𝑦𝑦
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を
かくにん

確認する。この
にじけいしき

二次形式の
ふごうこうぞう

符号構造が
ぶんるい

分類を
けってい

決定する。
はんべつりょう

判別量 𝐵2 −𝐴𝐶 が
ふ

負なら
だえんがた

楕円型、0 なら
ほうぶつがた

放物型、

せい

正なら
そうきょくがた

双曲型である。

Laplace 
ほうていしき

方程式 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 では 𝐴 = 1,𝐵 = 0,𝐶 = 1 なので 𝐵2 −𝐴𝐶 = −1 であり
だえんがた

楕円型である。

はどうほうていしき

波動方程式 𝑢𝑡𝑡 − 𝑐2𝑢𝑥𝑥 = 0 は
へんすう

変数を (𝑥, 𝑡) と
かんが

考 えると
ふごう

符号が
こと

異なる
にかいこう

二階項を
も

持ち、
そうきょくがた

双曲型になる。

この
はんべつりょう

判別量は
にじほうていしき

二次方程式の
はんべつしき

判別式と
おな

同じ
こうぞう

構造から
あらわ

現 れる。
しゅぶ

主部を
ぎょうれつ

行列

(𝐴𝐵
𝐵
𝐶)

に
たいおう

対応させると、
にかいびぶん

二階微分の
ふごうこうぞう

符号構造は
にじけいしき

二次形式

𝐴𝜉2 + 2𝐵𝜉𝜂 + 𝐶𝜂2

で
あらわ

表 される。
ざひょうへんかん

座標変換で
こうさこう

交差項を
しょうきょ

消去したとき、この
にじけいしき

二次形式が
どうふごう

同符号の
にほうこう

二方向を
も

持つか、
れいほうこう

零方向を
も

持つ

か、
いふごう

異符号の
にほうこう

二方向を
も

持つかが
かた

型を
けってい

決定する。
とくせいほうこう

特性方向からも
おな

同じ
はんべつしき

判別式が
で

出る。
きょくせん

曲線の
かたむ

傾 きを 𝑚 = 𝑑𝑦/𝑑𝑥 とすると、
しゅぶ

主部の
とくせいほうていしき

特性方程式は

𝐴𝑚2 − 2𝐵𝑚+𝐶 = 0

の
かたち

形 になる。この
にじほうていしき

二次方程式の
はんべつしき

判別式は

(−2𝐵)2 − 4𝐴𝐶 = 4(𝐵2 −𝐴𝐶)

である。したがって、
じつとくせいほうこう

実特性方向が
にほん

二本ある
ばあい

場合は
そうきょくがた

双曲型、
ちょうふく

重複する
ばあい

場合は
ほうぶつがた

放物型、
じつとくせいほうこう

実特性方向が
そんざい

存在し

ない
ばあい

場合は
だえんがた

楕円型となる。

7 
ひょうじゅんけい

標準形 への
いりぐち

入口

ぶんるい

分類は、
ざひょうへんかん

座標変換により
しゅぶ

主部を
かんたん

簡単な
かたち

形 へ
ちか

近づける
はっそう

発想にも
せつぞく

接続する。
だえんがた

楕円型では 𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂、
ほうぶつがた

放物型では 

𝑢𝜉𝜉、
そうきょくがた

双曲型では 𝑢𝜉𝜂 のような
ひょうじゅんけい

標準形 が
もくひょう

目標になる。
かんぜん

完全な
へんかんけいさん

変換計算は
べっこう

別項の
ないよう

内容だが、ここで
じゅうよう

重要なの

は、
はんべつしき

判別式が
ざひょう

座標の
えら

選び
かた

方ではなく
しゅぶ

主部の
きか

幾何を
はんえい

反映する
りょう

量 であることだ。

8 
はんれい

反例または
げんかい

限界

けいすう

係数が
ばしょ

場所で
へんか

変化する
ほうていしき

方程式では、
りょういきぜんたい

領域全体で
かた

型が
いってい

一定とは
かぎ

限らない。たとえば 𝑦𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 は、𝑦 > 0 

と 𝑦 < 0 で
しゅぶ

主部の
ふごうこうぞう

符号構造が
へんか

変化する。このような
ばあい

場合、
いってん

一点の
はんてい

判定だけで
もんだいぜんたい

問題全体の
かいほう

解法を
けってい

決定しては

ならない。

9 
ぶんるい

分類の
りてん

利点

ぶんるい

分類は
かいほう

解法と
きたい

期待される
せいしつ

性質を
あんない

案内する。
だえんがた

楕円型では
きょうかいちもんだい

境界値問題と maximum principle、
ほうぶつがた

放物型では

じかんはってん

時間発展と
へいかつか

平滑化、
そうきょくがた

双曲型では
とくせい

特性とエネルギーが
ちゅうしん

中心になる。つぎに
さん

三
るいけい

類型の
だいひょうれい

代表例を
ひかく

比較する。

→ 講義 heat・wave・Laplace 方程式 lecture math partial-differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/partial-differential-equations/heat・wave・Laplace 方程式-講義/
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https://study.bem130.com/lecture/math/partial-differential-equations/heat
https://study.bem130.com/lecture/math/partial-differential-equations/heat%E3%83%BBwave%E3%83%BBLaplace%E6%96%B9%E7%A8%8B%E5%BC%8F-%E8%AC%9B%E7%BE%A9/


10 よくある
あやま

誤 り

•
ぶんるい

分類を
きごうじょう

記号上の
めいしょう

名称として
あんき

暗記し、
かい

解の
せいしつ

性質との
たいおう

対応を
かくにん

確認しない。

•
きょうかいじょうけん

境界条件 と
しょきじょうけん

初期条件の
やくわり

役割を
かた

型ごとに
くべつ

区別しない。

•
けいすう

係数が
へんか

変化する
ばあい

場合に、
いってん

一点の
ぶんるい

分類だけで
ぜんたい

全体を
そくだん

即断する。

11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 heat・wave・Laplace 方程式 lecture math partial-differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/partial-differential-equations/heat・wave・Laplace 方程式-講義/
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