
とくせいきょくせんほう

特性曲線法

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
いっかい

一階 PDE を
てきせつ

適切な
きょくせん

曲線に
そ

沿って
せいげん

制限すると、ODE として
しょり

処理できる
ばあい

場合があるこ

とである。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

とくせいきょくせん

特性曲線
Characteristic curve

 は、PDE の
びぶんほうこう

微分方向に
そ

沿って
すす

進む
きょくせん

曲線であり、その
うえ

上で
へんびぶんほうていしき

偏微分方程式が ODE に
かんげん

還元される。

3 
ほうしん

方針

たとえば

𝑢𝑡 + 𝑐𝑢𝑥 = 0

では、
きょくせん

曲線 𝑥 − 𝑐𝑡 = constant に
そ

沿って 𝑢 が
ほぞん

保存される。
かいほう

解法の
もくてき

目的は、
へんびぶん

偏微分を
きょくせんほうこう

曲線方向の
ぜんびぶん

全微分へ
へんかん

変換

することである。

4 
きょくせん

曲線に
そ

沿う
りゆう

理由

いちじ

一次 PDE では、𝑢𝑥 と 𝑢𝑡 が
いちじけつごう

一次結合として
あらわ

現 れる。この
かたち

形 は、
へいめん

平面 𝑥, 𝑡 
じょう

上 の
きょくせん

曲線に
そ

沿う
ぜんびぶん

全微分

𝑑

𝑑𝑠
𝑢(𝑥(𝑠), 𝑡(𝑠)) = 𝑢𝑥𝑥′(𝑠) + 𝑢𝑡𝑡′(𝑠)

と
おな

同じ
こうぞう

構造を
も

持つ。したがって、PDE の
けいすう

係数と 𝑥′(𝑠), 𝑡′(𝑠) を
たいおう

対応させれば、
へんびぶん

偏微分の
もんだい

問題を
きょくせんじょう

曲線上 の ODE 

へ
へんかん

変換できる。

5 
ぐたいれい

具体例

𝑢𝑡 + 2𝑢𝑥 = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) では、
とくせいきょくせん

特性曲線は 𝑥 − 2𝑡 = 𝜉 である。したがって

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑔(𝑥 − 2𝑡)

となる。
しょきけいじょう

初期形状が
そくど

速度 2 で
みぎほうこう

右方向へ
いどう

移動する。

6 
れんさりつ

連鎖律からの
どうしゅつ

導出

きょくせん

曲線 (𝑥(𝑠), 𝑡(𝑠)) に
そ

沿って 𝑢(𝑥(𝑠), 𝑡(𝑠)) を
びぶん

微分すると、

𝑑

𝑑𝑠
𝑢(𝑥(𝑠), 𝑡(𝑠)) = 𝑢𝑥𝑥′(𝑠) + 𝑢𝑡𝑡′(𝑠)
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である。𝑥′(𝑠) = 𝑐, 𝑡′(𝑠) = 1 と
せんたく

選択すれば、
うへん

右辺は 𝑐𝑢𝑥 + 𝑢𝑡 になる。したがって 𝑢𝑡 + 𝑐𝑢𝑥 = 0 は、
とくせいきょくせん

特性曲線

に
そ

沿って 𝑢 が
いってい

一定であることを
いみ

意味する。

7 
へんけいすう

変係数の
れい

例

𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑥 = 0 では、
とくせいきょくせん

特性曲線は 𝑥′ = 𝑥, 𝑡′ = 1 を
み

満たす。したがって 𝑥(𝑡) = 𝐶𝑒𝑡 であり、𝑥𝑒−𝑡 が
ほぞん

保存される。

しょきじょうけん

初期条件 𝑢(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) なら、𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑔(𝑥𝑒−𝑡) となる。

8 
ひせんけいほぞんそく

非線形保存則への
せつぞく

接続

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢)𝑥 = 0 は 𝑢𝑡 + 𝑓′(𝑢)𝑢𝑥 = 0 と
か

書ける。
あたい

値  𝑢 ごとに
そくど

速度 𝑓′(𝑢) が
こと

異なるため、
とくせいきょくせん

特性曲線が
こうさ

交差する

かのうせい

可能性がある。その
ばあい

場合、
こてんかい

古典解は
はたん

破綻し、
じゃくかい

弱解や entropy 
じょうけん

条件が
ひつよう

必要になる。

9 
とくせい

特性ファンの
はいち

配置

ていけいすう

定係数の transport 
ほうていしき

方程式では、
とくせいきょくせん

特性曲線は
へいこう

平行な
ちょくせんぐん

直線群である。
へんけいすう

変係数や
ひせんけい

非線形では、
しょきせん

初期線から
で

出る

きょくせんぐん

曲線群が
ひら

開いたり
こうさ

交差したりする。この
はいち

配置が
かい

解の
なめ

滑らかさと
いちいせい

一意性を
さゆう

左右する。

10 
ふてきよう

不適用の
れい

例

にかい

二階 PDE では、
いっかい

一階の
ほうこうびぶん

方向微分を ODE へ
へんかん

変換する
こうぞう

構造が
ちょくせつ

直接には
せいりつ

成立しない。たとえば
ねつほうていしき

熱方程式 𝑢𝑡 =

𝜅𝑢𝑥𝑥 は
かくさん

拡散を
ふく

含むため、
たんいつ

単一の
きょくせん

曲線に
そ

沿って
あたい

値 が
ほぞん

保存される
もんだい

問題ではない。

11 どこまで
な

成り
た

立つか

ひせんけい

非線形の
ほぞんそく

保存則では、
とくせいきょくせん

特性曲線が
こうさ

交差し、
こてんかい

古典解が
はたん

破綻することがある。この
ばあい

場合は
じゃくかい

弱解や
しょうげきは

衝撃波の
りろん

理論

が
ひつよう

必要になる。

12 
かんれん

関連リンク

→ 講義 一階微分方程式の解法診断 lecture math differential-equations

https://study.bem130.com/lecture/math/differential-equations/一階微分方程式の解法診断-講義/
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