
いちじ

一次
ぜんかしき

漸化式

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
さいじゅうよう

最重要なのは、
ぜんかしき

漸化式の
なか

中に
かく

隠れた
へいこうてん

平衡点を
み

見つけて、
とうひすうれつ

等比数列へ
へんけい

変形することです。

𝑎𝑛+1 = 𝑝𝑎𝑛 + 𝑞 の
かたち

形 は、そのままだと
とうさすうれつ

等差数列でも
とうひすうれつ

等比数列でもありません。ここで
ていすうこう

定数項 𝑞 をどう
しょり

処理

するかが
かくしん

核心です。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

いちじ

一次
ぜんかしき

漸化式
First-order linear recurrence

 とは、

𝑎𝑛+1 = 𝑝𝑎𝑛 + 𝑞

の
かたち

形 をした
ぜんかしき

漸化式です。
へいこうてん

平衡点
Fixed point

 とは、

𝛼 = 𝑝𝛼 + 𝑞

を
み

満たす
あたい

値  𝛼 のことです。

3 
ほうしん

方針

この
かたち

形 では、
ていすうこう

定数項 𝑞 が
じゃま

邪魔をしています。そこで「その
てん

点に
く

来れば、
つぎ

次も
おな

同じ
あたい

値 のまま」という
へいこうてん

平衡点 

𝛼 を
さが

探し、𝑎𝑛 − 𝛼 を
あたら

新 しい
すうれつ

数列として
かんが

考 えます。

→ 講義 数列と漸化式 lecture math sequence

https://study.bem130.com/lecture/math/sequence/数列と漸化式-講義/

→ 講義 差分方程式の基本 lecture math sequence

https://study.bem130.com/lecture/math/sequence/差分方程式の基本-講義/

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

4.1 1. なぜ
へいこうてん

平衡点を
ひ

引くのか

へいこうてん

平衡点は、「そこにいれば
うご

動かない
あたい

値 」です。したがって 𝑎𝑛 そのものではなく、「
へいこうてん

平衡点からどれだけ
はな

離れ

ているか」を
み

見ると、
まいかい

毎回の
へんか

変化が
たんじゅん

単純になります。

4.2 2. どこが
とうひがた

等比型になるのか

へいこうてん

平衡点からのずれだけを
み

見ると、
つぎ

次の
こう

項のずれは
まえ

前のずれの 𝑝 
ばい

倍になります。つまり、「
とうひすうれつ

等比数列が
かく

隠れて

いる」と
み

見るのが
ちょっかん

直感です。
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5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

𝑎𝑛+1 = 𝑝𝑎𝑛 + 𝑞

を
かんが

考 えます。𝛼 を

𝛼 = 𝑝𝛼 + 𝑞

を
み

満たす
ていすう

定数とします。

ここで

𝑏𝑛 := 𝑎𝑛 − 𝛼

とおくと

𝑏𝑛+1 = 𝑎𝑛+1 − 𝛼

です。もとの
ぜんかしき

漸化式を
つか

使えば

𝑏𝑛+1 = 𝑝𝑎𝑛 + 𝑞 − 𝛼

です。さらに 𝛼 = 𝑝𝛼 + 𝑞 より 𝑞 = 𝛼 − 𝑝𝛼 なので

𝑏𝑛+1 = 𝑝𝑎𝑛 + 𝛼− 𝑝𝛼 − 𝛼 = 𝑝(𝑎𝑛 − 𝛼) = 𝑝𝑏𝑛

となります。したがって 𝑏𝑛 は
とうひすうれつ

等比数列で、

𝑏𝑛 = 𝑏1𝑝𝑛−1

です。𝑏1 = 𝑎1 − 𝛼 だから

𝑎𝑛 = 𝛼+ (𝑎1 − 𝛼)𝑝𝑛−1

を
え

得ます。

6 
ぐたいれい

具体例

たとえば

𝑎𝑛+1 = 2𝑎𝑛 + 3, 𝑎1 = 1

を
かんが

考 えます。
へいこうてん

平衡点 𝛼 は

𝛼 = 2𝛼 + 3

より

𝛼 = −3

です。そこで

𝑏𝑛 = 𝑎𝑛 + 3

とおくと

𝑏𝑛+1 = 𝑎𝑛+1 + 3 = 2𝑎𝑛 + 6 = 2(𝑎𝑛 + 3) = 2𝑏𝑛

だから 𝑏𝑛 は
こうひ

公比 2 の
とうひすうれつ

等比数列です。𝑏1 = 4 なので

𝑏𝑛 = 4 · 2𝑛−1 = 2𝑛+1

です。よって

𝑎𝑛 = 2𝑛+1 − 3
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となります。

7 
べつ

別の
みかた

見方

7.1 
だいすうてき

代数的な
みかた

見方

いちじ

一次
ぜんかしき

漸化式は、「
ていすうこう

定数項つきの
とうひ

等比」と
み

見ることができます。その
ていすうこう

定数項を
け

消すために
へいこうてん

平衡点へ
ざひょう

座標をずら

す、という
みかた

見方です。

この
みかた

見方の
りてん

利点は、
こうこうすうがく

高校数学の
ひょうじゅんてき

標準的 な
かいほう

解法そのものが、「
ていすうこう

定数項を
け

消して
どうじか

同次化する」という
だいすうそうさ

代数操作

として
せいり

整理できることです。

7.2 
せんけいだいすうてき

線形代数的な
みかた

見方

だいがくすうがく

大学数学の
ことば

言葉で
み

見ると、𝑎𝑛+1 = 𝑝𝑎𝑛 + 𝑞 はそのままでは
せんけいしゃぞう

線形写像ではなく、
へいこういどう

平行移動つきの
へんかん

変換です。そ

こで 1 を
つ

付け
た

足して

(𝑎𝑛+1
1 ) = (𝑝0

𝑞
1)(

𝑎𝑛
1 )

と
か

書くと、2 
じげん

次元の
せんけいへんかん

線形変換として
よ

読めます。

このとき

(𝛼1)

が

(𝑝0
𝑞
1)(

𝛼
1) = (𝛼1)

を
み

満たすのは、ちょうど 𝛼 = 𝑝𝛼 + 𝑞 の
へいこうてん

平衡点だからです。つまり
へいこうてん

平衡点は、
こゆうち

固有値 1 に
たいおう

対応する
ふどう

不動の
む

向

きとして
み

見ることができます。

この
みかた

見方の
りてん

利点は、「なぜ
へいこうてん

平衡点を
ひ

引くのか」が、
ざひょう

座標の
げんてん

原点を
ふどうてん

不動点へ
うつ

移して
へんかん

変換を
たんじゅん

単純にしているから

だと
わ

分かることです。

7.3 
かいせきてき

解析的な
みかた

見方

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 を
りさんてき

離散的な
へんかりょう

変化量と
み

見れば、
いちじ

一次
ぜんかしき

漸化式は
びぶんほうていしき

微分方程式

𝑦′ = 𝑐𝑦 + 𝑑

の
りさんばん

離散版に
ちか

近い
こうぞう

構造を
も

持っています。どちらも「
へいこうてん

平衡点を
ひ

引くと
どうじ

同次になる」という
おな

同じ
はっそう

発想で
と

解けます。

この
みかた

見方の
りてん

利点は、
すうれつ

数列と
びぶんほうていしき

微分方程式が
べつもの

別物ではなく、「
りさん

離散か
れんぞく

連続かが
ちが

違うだけで、
へいこうてん

平衡点まわりの
こうぞう

構造

はよく
に

似ている」と
わ

分かることです。
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8 どこまで
な

成り
た

立つか

この
ほうほう

方法は、𝑎𝑛+1 = 𝑝𝑎𝑛 + 𝑞 の
かたち

形 では
ゆうこう

有効です。しかし
ひせんけい

非線形の
ぜんかしき

漸化式や、
けいすう

係数が
へんか

変化する
ばあい

場合には、そ

のままでは
つか

使えません。

9 
さいしゅうけい

最終形

𝛼 = 𝑝𝛼 + 𝑞

𝑏𝑛 := 𝑎𝑛 − 𝛼 ⇒ 𝑏𝑛+1 = 𝑝𝑏𝑛

𝑎𝑛 = 𝛼+ (𝑎1 − 𝛼)𝑝𝑛−1

10 
ひとこと

一言でいうと

•
いちじ

一次
ぜんかしき

漸化式では、まず
へいこうてん

平衡点を
さが

探します。

•
へいこうてん

平衡点を
ひ

引くと、
とうひすうれつ

等比数列へ
なお

直ります。

11 
かんれん

関連リンク

かんれん

関連
こうぎ

講義・
かんれん

関連ノート

→ 講義 数列と漸化式 lecture math sequence

https://study.bem130.com/lecture/math/sequence/数列と漸化式-講義/

→ 講義 等差数列と等比数列 lecture math sequence

https://study.bem130.com/lecture/math/sequence/等差数列と等比数列-講義/

→ 講義 差分方程式の基本 lecture math sequence

https://study.bem130.com/lecture/math/sequence/差分方程式の基本-講義/
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