
さんかくかんすう

三角関数

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義の
かくしん

核心は、
さんかくかんすう

三角関数とは
たんいえん

単位円の
うえ

上の
てん

点の
ざひょう

座標として
ていぎ

定義され、
かくど

角度を
くわ

加えることが
ふくそすう

複素数の
せき

積

（
かいてん

回転の
ごうせい

合成）に
たいおう

対応するという
みかた

見方だ。

「
ちょっかく

直角
さんかくけい

三角形の
へん

辺の
ひ

比」として
はじ

始めると 0° から 90° までしか
あつか

扱 えず、なぜ
しゅうき

周期が
で

出るのか、なぜ
かほうていり

加法定理

が
な

成り
た

立つのかが
み

見えない。
たんいえん

単位円で
ていぎ

定義すると
にんい

任意の
かくど

角度が
あつか

扱 え、
ふごう

符号・
しゅうき

周期・
かほうていり

加法定理がすべて
きか

幾何

から
しぜん

自然に
で

出てくる。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

2.1 
せいげん

正弦
Sine

・
よげん

余弦
Cosine

・
せいせつ

正接
Tangent

たんいえん

単位円 𝑥2 + 𝑦2 = 1 
うえ

上の
かく

角 𝜃 の
てん

点を (cos 𝜃, sin 𝜃) と
ていぎ

定義する。

cos 𝜃 = 𝑥[座標/ざひょう], sin 𝜃 = 𝑦[座標/ざひょう], tan 𝜃 = sin 𝜃
cos 𝜃

(cos 𝜃 ≠ 0)

この
ていぎ

定義から
ちょくせつ

直接：

sin2 𝜃 + cos2 𝜃 = 1 （[単位円/たんいえん]の[方程式/ほうていしき]そのもの）

3 
ほうしん

方針

1.
たんいえん

単位円で
ふごう

符号・
しゅうき

周期・
きほんち

基本値を
かくにん

確認する

2.
かほうていり

加法定理を
かいてんぎょうれつ

回転行列の
ごうせい

合成として
どうしゅつ

導出する

3. オイラーの
こうしき

公式で
さんかくかんすう

三角関数・
しすうかんすう

指数関数・
ふくそすう

複素数を
とういつ

統一する

4 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

4.1 1. 
きほんち

基本値
いちらん

一覧

𝜃 0
𝜋

6
 (30°)

𝜋

4
 (45°)

𝜋

3
 (60°)

𝜋

2
 (90°)

sin 𝜃 0 1
2

√
2
2

√
3
2

1
cos 𝜃 1

√
3
2

√
2
2

1
2

0
tan 𝜃 0 1√

3
1

√
3

ふてい

不定
きおくほう

記憶法：sin 𝜃 の
ぶんし

分子は 
√
0,
√
1,
√
2,
√
3,
√
4 を 2 で

わ

割った
あたい

値 。
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4.2 2. 
たいしょうせい

対称性と
しゅうきせい

周期性

•
ぐうきせい

偶奇性：cos(−𝜃) = cos 𝜃（
ぐうかんすう

偶関数）、sin(−𝜃) = − sin 𝜃（
きかんすう

奇関数）

•
しゅうき

周期：sin(𝜃 + 2𝜋) = sin 𝜃、cos(𝜃 + 2𝜋) = cos 𝜃、tan(𝜃 + 𝜋) = tan 𝜃

•
しょうげん

象限による
ふごう

符号：
だいいち

第一
しょうげん

象限（
りょう

両
せい

正）→ 
だいに

第二（sin 
せい

正）→ 
だいさん

第三（
りょう

両
ふ

負）→ 
だいし

第四（cos 
せい

正）

4.3 3. 
かほうていり

加法定理の
どうしゅつ

導出（
かいてんぎょうれつ

回転行列）

かくど

角度 𝜙 の
かいてんぎょうれつ

回転行列は、(1, 0) ↦ (cos 𝜙, sin 𝜙)、(0, 1) ↦ (− sin 𝜙, cos 𝜙) から：

𝑅𝜙 = (cos 𝜙sin 𝜙
− sin 𝜙
cos 𝜙 )

かくど

角度 𝜃 の
てん

点をさらに 𝜙 
かいてん

回転させると：

𝑅𝜙(
cos 𝜃
sin 𝜃) = (cos 𝜙 cos 𝜃 − sin 𝜙 sin 𝜃sin 𝜙 cos 𝜃 + cos 𝜙 sin 𝜃) = (cos(𝜃 + 𝜙)sin(𝜃 + 𝜙))

よって：

sin(𝜃 + 𝜙) = sin 𝜃 cos 𝜙 + cos 𝜃 sin 𝜙

cos(𝜃 + 𝜙) = cos 𝜃 cos 𝜙 − sin 𝜃 sin 𝜙

この
どうしゅつ

導出は「
かほうていり

加法定理は
かいてん

回転の
ごうせい

合成を
ことば

言葉にしたもの」という
りかい

理解を
あた

与える。

4.4 4. オイラーの
こうしき

公式

𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃
しょうめい

証明（テイラー
てんかい

展開）：𝑒𝑖𝜃 を
てんかい

展開し
じつぶ

実部・
きょぶ

虚部を cos 𝜃、sin 𝜃 の
てんかい

展開と
ひかく

比較して
いっち

一致することを
かくにん

確認する。
おうよう

応用：𝑒𝑖(𝜃+𝜙) = 𝑒𝑖𝜃𝑒𝑖𝜙 を
てんかい

展開すると
かほうていり

加法定理が
いちぎょう

一行で
え

得られる。また 𝑒𝑖𝜋 + 1 = 0（オイラーの
とうしき

等式）。

4.5 5. 
さんかくかんすう

三角関数の
びぶん

微分

𝑑
𝑑𝑥

sin 𝑥 = cos 𝑥, 𝑑
𝑑𝑥

cos 𝑥 = − sin 𝑥, 𝑑
𝑑𝑥

tan 𝑥 = 1
cos2 𝑥

どうしゅつ

導出：limℎ→0
sin ℎ
ℎ

= 1 と
かほうていり

加法定理から。sin ′(𝑥) = cos 𝑥 は「sin が cos と 90° 
いそう

位相がずれている」という
なみ

波

の
みかた

見方と
いっち

一致する。

4.6 6. 
ぎゃくさんかくかんすう

逆三角関数

arcsin : [−1, 1] → [−𝜋
2
, 𝜋
2
], arctan : ℝ → (−𝜋

2
, 𝜋
2
)

𝑑
𝑑𝑥

arcsin 𝑥 = 1√
1 − 𝑥2

, 𝑑
𝑑𝑥

arctan 𝑥 = 1
1 + 𝑥2

ぎゃくさんかくかんすう

逆三角関数の
びぶん

微分は ∫ 1√
1 − 𝑥2

𝑑𝑥 = arcsin 𝑥 + 𝐶 など
せきぶん

積分の
こうしき

公式と
ひょうりいったい

表裏一体である。
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5 
みわ

見分け
かた

方

•
へん

辺の
なが

長さの
ひ

比 → 
ちょっかく

直角
さんかくけい

三角形の
みかた

見方（0° から 90°）

• 90° 
いじょう

以上の
かくど

角度・
ふごう

符号・
しゅうき

周期 → 
たんいえん

単位円の
みかた

見方

•
かほうていり

加法定理を
しょうめい

証明したい → 
かいてんぎょうれつ

回転行列または 𝑒𝑖𝜃

• sin 𝑥 ≈ 𝑥（𝑥 が
ちい

小さい） → テイラー
てんかい

展開の 1 
じきんじ

次近似

•
せきぶん

積分で 
√
1 − 𝑥2 が

で

出た → 𝑥 = sin 𝜃 の
ちかん

置換

6 どこまで
な

成り
た

立つか

sin・cos は
ぜんへいめん

全平面で
びぶん

微分
かのう

可能で
しゅうき

周期を
も

持つ
ゆいいつ

唯一の
しょとうかんすう

初等関数クラスである（
しすうがた

指数型
かんすう

関数 𝑒𝑖𝜃 の
じつ

実・
きょぶ

虚部）。
ふくそすう

複素数

の
はんい

範囲では sin 𝑧 = (𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧)/(2𝑖) と
ていぎ

定義が
かくちょう

拡張され、
そうきょくせんかんすう

双曲線関数 sinh 𝑧 = (𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)/2 と
ふか

深い
かんけい

関係を
も

持

つ。

7 
さいしゅうけい

最終形

sin2 𝜃 + cos2 𝜃 = 1, 𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃

sin(𝜃 + 𝜙) = sin 𝜃 cos 𝜙 + cos 𝜃 sin 𝜙

(sin 𝑥)′ = cos 𝑥, (cos 𝑥)′ = −sin 𝑥

8 
ひとこと

一言でいうと

さんかくかんすう

三角関数とは
たんいえん

単位円の
ざひょう

座標であり、
かほうていり

加法定理は
かいてん

回転の
ごうせい

合成、オイラーの
こうしき

公式は
さんかくかんすう

三角関数と
しすうかんすう

指数関数が 𝑒𝑖𝜃 と

いう
ひと

一つの
たいしょう

対象の
じつぶ

実部・
きょぶ

虚部に
す

過ぎないことを
しめ

示す—
さんかくけい

三角形から
はじ

始まった
がいねん

概念が
ふくそかいせき

複素解析の
ちゅうしん

中心に
いた

至る。

9 
かんれん

関連リンク

→ 講義 三角関数の加法定理 lecture math trigonometry

https://study.bem130.com/lecture/math/trigonometry/三角関数の加法定理-講義/

→ 講義 ベクトルと内積 lecture math vector

https://study.bem130.com/lecture/math/vector/ベクトルと内積-講義/

→ 講義 複素数と複素平面 lecture math algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/algebra/複素数と複素平面-講義/
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