
こうばい

勾配・
はっさん

発散・
かいてん

回転

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、grad・div・curl を
きごうそうさ

記号操作ではなく、
ば

場の
きょくしょてき

局所的な
へんか

変化を
そくてい

測定する
さんしゅるい

三種類の
えんざんし

演算子

として
かくにん

確認することである。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

こうばい

勾配
Gradient

 は、スカラー
ば

場が
もっと

最 も
きゅう

急 に
ぞうか

増加する
ほうこう

方向と
おお

大きさを
あらわ

表 すベクトル
ば

場である。
はっさん

発散
Divergence

 は、ベクトル
ば

場が
いってん

一点の
きんぼう

近傍でどれだけ
わ

湧き
だ

出すかを
はか

測るスカラー
りょう

量 である。
かいてん

回転
Curl

 は、ベクトル
ば

場が
いってん

一点の
きんぼう

近傍でどれだけ
じゅんかん

循環するかを
はか

測るベクトル
りょう

量 である。

3 
ほうしん

方針

こうばい

勾配は
ほうこうびぶん

方向微分を
さいだいか

最大化する
ほうこう

方向である。
はっさん

発散は
しょうりょういき

小領域 からの
しょうみりゅうしゅつ

正味流出 を
みつど

密度として
とら

捉える。
かいてん

回転は

びしょうへいきょくせん

微小閉曲線に
そ

沿う
じゅんかん

循環を
みつど

密度として
とら

捉える。

4 
ぐたいれい

具体例

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 なら

∇𝑓 = (2𝑥, 2𝑦)

である。
こうばい

勾配は
げんてん

原点から
そとむ

外向きに
の

伸び、
あたい

値 が
ぞうか

増加する
ほうこう

方向を
しめ

示す。

𝑭(𝑥, 𝑦) = (−𝑦, 𝑥) では、
へいめんじょう

平面上の
かいてん

回転の
つよ

強さが
せい

正になる。
じゅんかん

循環を
も

持つ
ば

場の
きほんれい

基本例である。

5 
せいぶんこうしき

成分公式の
いみ

意味

∇𝑓 = (𝑓𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑧) は、
かくざひょうほうこう

各座標方向の
ぞうかりつ

増加率を
ひと

一つのベクトルに
しゅうやく

集約したものである。∇ · 𝑭  は、
かくほうこう

各方向の

りゅうしゅつにゅう

流出入 の
さ

差を
た

足し
あ

合わせたものである。∇×𝑭  は、
ざひょうへいめん

座標平面ごとの
きょくしょじゅんかん

局所循環 を
く

組み
あ

合わせたもので

ある。
はっさん

発散の
しき

式は、
しょうばこ

小箱からの
りゅうしゅつりょう

流出量 を
たいせき

体積で
わ

割る
きょくげん

極限として
りかい

理解できる。𝑥 
ほうこう

方向の
うめん

右面と
さめん

左面の
さ

差は
きんじてき

近似的

に 𝜕𝐹1/𝜕𝑥 を
う

生み、𝑦, 𝑧 
ほうこう

方向も
どうよう

同様である。
かいてん

回転は、
びしょうちょうほうけい

微小長方形の
まわ

周りの
じゅんかん

循環を
めんせき

面積で
わ

割る
きょくげん

極限として
え

得

られる。

6 
ひかくれい

比較例

•
ほうしゃじょうば

放射状場 𝑭(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦) は
げんてん

原点から
そとむ

外向きに
ひろ

広がるため、
はっさん

発散が
せい

正である。
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•
かいてんば

回転場 𝑭(𝑥, 𝑦) = (−𝑦, 𝑥) は
わ

湧き
だ

出しより
じゅんかん

循環を
も

持つ。

• 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−𝑦, 𝑥, 0) は divergence が 0 であるが curl は 0 ではない。

•
あな

穴のある
りょういき

領域で 𝑭 = (−𝑦/(𝑥2 + 𝑦2), 𝑥/(𝑥2 + 𝑦2)) を
かんが

考 えると、curl は
きょくしょてき

局所的に 0 であるが、
げんてん

原点を
かこ

囲む

へいきょくせん

閉曲線の
せんせきぶん

線積分は 0 にならない。

7 
ぐたいけいさん

具体計算 1: 
ほうしゃじょうば

放射状場

𝑭(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦) では

∇ · 𝑭 = 1 + 1 = 2, curl 𝑭 = 0

である。
げんてん

原点から
そとむ

外向きに
りゅうしゅつ

流出 するが、
きょくしょてき

局所的な
かいてん

回転はない。

8 
ぐたいけいさん

具体計算 2: 
かいてんば

回転場

𝑮(𝑥, 𝑦) = (−𝑦, 𝑥) では

∇ · 𝑮 = 0, curl𝑮 = 2

である。
わ

湧き
だ

出しはないが、
はんとけいまわ

反時計回りの
じゅんかん

循環を
も

持つ。
おな

同じ
やじるしず

矢印図でも、
そとむ

外向きの
ひろ

広がりと
かいてん

回転は
べつ

別の
りょう

量

で
そくてい

測定する。

9 
たんい

単位の
かくにん

確認

そくどば

速度場 𝒗 の
たんい

単位を m/s とすると、divergence の
たんい

単位は 1/s である。
たんいたいせき

単位体積あたりの
そうたいてき

相対的な
ぼうちょうりつ

膨張率とし

て
かいしゃく

解釈できる。curl も 1/s の
たんい

単位を
も

持ち、
きょくしょてき

局所的な
かくそくど

角速度の
しゃくど

尺度になる。

10 
せきぶん

積分への
せつぞく

接続

curl は
せんせきぶん

線積分の
じゅんかん

循環と
むす

結びつき、divergence は
めんせきぶん

面積分の
りゅうそく

流束と
むす

結びつく。この
せつぞく

接続を
ていり

定理として
の

述べるの

が Green・Gauss・Stokes の
ていり

定理である。

11 どこまで
な

成り
た

立つか

これらの
しき

式は
じゅうぶん

十分に
なめ

滑らかな
ば

場で
あんてい

安定して
しよう

使用できる。
ふれんぞく

不連続や
とくいてん

特異点を
ふく

含む
ばあい

場合は、
りょういき

領域から
じょがい

除外する

か、
ぶんぷ

分布の
いみ

意味で
あつか

扱 う
ひつよう

必要がある。

12 
かんれん

関連リンク

→ 講義 線積分と保存場 lecture math vector-calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/vector-calculus/線積分と保存場-講義/
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→ 講義 面積分と流束 lecture math vector-calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/vector-calculus/面積分と流束-講義/
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