
めんせきぶん

面積分と
りゅうそく

流束

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
めんせきぶん

面積分を
きょくめん

曲面を
つらぬ

貫 く
りょう

量 の
そうわ

総和として
せいり

整理することである。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

りゅうそく

流束
Flux

 は、ベクトル
ば

場が
きょくめん

曲面をどれだけ
つうか

通過するかを
あらわ

表 す
りょう

量 である。
めんせきぶん

面積分
Surface integral

 は、
きょくめん

曲面 
じょう

上 のスカラー
りょう

量 またはベクトル
ば

場の
ほうせんせいぶん

法線成分を
せきぶん

積分する
そうさ

操作である。

3 
ほうしん

方針

きょくめん

曲面を 𝒓(𝑢, 𝑣) で
ひょうじ

表示し、
せつ

接ベクトル 𝒓𝑢, 𝒓𝑣 から
ほうせんほうこう

法線方向を
こうせい

構成する。
りゅうそく

流束では、ベクトル
ば

場のうち

ほうせんほうこう

法線方向の
せいぶん

成分だけを
かぞ

数える。

4 
む

向き
づ

付き
きょくめん

曲面

りゅうそく

流束では、
きょくめん

曲面の
おもてうら

表裏を
くべつ

区別する
ひつよう

必要がある。
ほうせんほうこう

法線方向を
はんてん

反転すると、
りゅうそく

流束の
ふごう

符号も
はんてん

反転する。
へいきょくめん

閉曲面

では、
つうじょう

通常は
そとむ

外向き
ほうせん

法線を
せんたく

選択する。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

きょくめん

曲面 𝑆 が 𝒓(𝑢, 𝑣) で
ひょうじ

表示されるとき、

∬
𝑆
𝑭 · 𝒏𝑑𝑆 = ∬

𝐷
𝑭(𝒓(𝑢, 𝑣)) · (𝒓𝑢 × 𝒓𝑣) 𝑑𝑢 𝑑𝑣

である。
む

向きを
はんてん

反転すると
りゅうそく

流束の
ふごう

符号も
はんてん

反転する。

𝒓𝑢 × 𝒓𝑣 は、
せつへいめん

接平面に
すいちょく

垂直な
ほうこう

方向と
びしょうめんせき

微小面積を
どうじ

同時に
あらわ

表 す。| 𝒓𝑢 × 𝒓𝑣| 𝑑𝑢 𝑑𝑣 は
めんせきようそ

面積要素であり、
む

向き
づ

付き

りゅうそく

流束では
ぜったいち

絶対値を
と

取らずに 𝒓𝑢 × 𝒓𝑣 𝑑𝑢 𝑑𝑣 を
しよう

使用する。

6 
ぐたいけいさん

具体計算

うわむ

上向きの
へいめん

平面 𝑧 = 0、0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 を
かんが

考 える。𝑭 = (0, 0, 𝑧 + 1) なら、
ほうせん

法線は (0, 0, 1) であり、
りゅうそく

流束は

∬
𝑆
𝑭 · 𝒏𝑑𝑆 = ∫

1

0
∫

1

0
1 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 1

である。
したむ

下向きの
ほうせん

法線を
せんたく

選択すると
あたい

値 は −1 になる。

md 8d36c7e p. 1

/lecture/math/vector-calculus/面積分と流束-講義



7 
きゅうめん

球面の
れい

例

𝑭 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) とし、
はんけい

半径 𝑅 の
きゅうめん

球面を
そとむ

外向きに
む

向き
づ

付ける。
きゅうめん

球面では 𝑭 · 𝒏 = 𝑅 であるため、
りゅうそく

流束は 4𝜋𝑅3 

になる。Gauss 
ていり

定理では divergence が 3 で、
たいせき

体積が 4𝜋𝑅3/3 なので
おな

同じ
あたい

値 を
え

得る。

8 
えんちゅう

円柱の
れい

例

はんけい

半径 𝑅、
たか

高さ 𝐻  の
えんちゅうそくめん

円柱側面を

𝒓(𝜃, 𝑧) = (𝑅 cos 𝜃,𝑅 sin 𝜃, 𝑧)

で
ひょうじ

表示する。0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋、0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻  である。
そとむ

外向きの
む

向き
づ

付き
めんようそ

面要素は

𝒓𝜃 × 𝒓𝑧 = (𝑅 cos 𝜃,𝑅 sin 𝜃, 0)

である。𝑭 = (𝑥, 𝑦, 0) なら、
りゅうそく

流束は

∫
𝐻

0
∫

2𝜋

0
𝑅2 𝑑𝜃 𝑑𝑧 = 2𝜋𝑅2𝐻

である。

9 
ひかくれい

比較例: 
めん

面に
へいこう

平行な
ば

場

𝑧 = 0 の
うわむ

上向き
へいめんへん

平面片に
たい

対し、𝑭 = (1, 0, 0) は
めん

面に
へいこう

平行である。したがって 𝑭 · 𝒏 = 0 であり、
りゅうそく

流束は 0 に

なる。
やじるし

矢印が
きょくめんじょう

曲面上 に
そんざい

存在しても、
ほうせんせいぶん

法線成分がなければ
かんつうりょう

貫通量は
はっせい

発生しない。

10 Gauss 
ていり

定理への
はしわた

橋渡し

へいきょくめん

閉曲面を
つうか

通過する
そうりゅうそく

総流束は、
ないぶ

内部の
はっさん

発散の
そうわ

総和と
いっち

一致する。この
じじつ

事実が Gauss の
はっさんていり

発散定理である。
めんせきぶん

面積分

は
きょうかいじょう

境界上 の
りょう

量 、divergence は
ないぶ

内部の
きょくしょりょう

局所量 であり、
つぎ

次のページで
りょうしゃ

両者を
せつぞく

接続する。

11 よくある
あやま

誤 り

•
ほうせんほうこう

法線方向を
してい

指定せずに
りゅうそく

流束を
けいさん

計算する。

•
めんせきようそ

面積要素 | 𝒓𝑢 × 𝒓𝑣| と
む

向き
づ

付き
めんようそ

面要素 𝒓𝑢 × 𝒓𝑣 を
こんどう

混同する。

•
きょくめん

曲面の
きょうかい

境界を
かくにん

確認せず、Stokes 
ていり

定理の
む

向きを
あやま

誤 る。

12 
かんれん

関連リンク

→ 講義 Green・Gauss・Stokes の定理 lecture math vector-calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/vector-calculus/Green・Gauss・Stokes の定理-講義/
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https://study.bem130.com/lecture/math/vector-calculus/Green
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