
スカラー
さんじゅうせき

三重積と
たいせき

体積

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
じゅうよう

重要なのは、スカラー
さんじゅうせき

三重積を、3 
ぼん

本のベクトルが
つく

作る
へいこうろくめんたい

平行六面体の
ふごうつきたいせき

符号付体積として
りかい

理解す

ることである。
がいせき

外積は 2 
ほん

本のベクトルが
は

張る
めんせき

面積と
ほうせんほうこう

法線方向を
あらわ

表 す。そこに 3 
ぼんめ

本目のベクトルとの
ないせき

内積を
と

取ると、
ていめんせき

底面積

に
たか

高さを
か

掛けた
たいせき

体積が
え

得られる。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

スカラー
さんじゅうせき

三重積
Scalar triple product

 とは、3 
じげん

次元ベクトル 𝑎, 𝑏, 𝑐 に
たい

対して

𝑎 · (𝑏 × 𝑐)

で
ていぎ

定義される
すう

数である。

3 
ほうしん

方針

まず 𝑏 × 𝑐 を
ていめん

底面の
めんせき

面積と
ほうせんほうこう

法線方向として
かくにん

確認する。つぎに 𝑎 · (𝑏 × 𝑐) が、その
ほうせんほうこう

法線方向への 𝑎 の
せいぶん

成分を

ちゅうしゅつ

抽出 することを
かくにん

確認する。

→ 講義 外積の基本 lecture math vector

https://study.bem130.com/lecture/math/vector/外積の基本-講義/

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

𝑏 × 𝑐 の
おお

大きさは、𝑏, 𝑐 が
つく

作る
へいこうしへんけい

平行四辺形の
めんせき

面積である。その
ほうこう

方向は
ていめん

底面に
すいちょく

垂直である。

ここで 𝑎 との
ないせき

内積を
と

取ると、𝑎 のうち
ていめん

底面に
すいちょく

垂直な
せいぶん

成分だけが
のこ

残る。これは
たか

高さに
たいおう

対応する。したがって、

𝑎 · (𝑏 × 𝑐) は「
ていめんせき

底面積 × 
ふごうつき

符号付の
たか

高さ」であり、
ふごうつきたいせき

符号付体積になる。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

𝑎, 𝑏, 𝑐 を
れつ

列に
なら

並べた
ぎょうれつ

行列を

𝐴 =
(

|
𝑎
|

|
𝑏
|

|
𝑐
|)



とする。このとき

det𝐴 = 𝑎 · (𝑏 × 𝑐)

である。したがってスカラー
さんじゅうせき

三重積は、
ぎょうれつしき

行列式と
おな

同じく
ふごうつきたいせき

符号付体積を
あらわ

表 す。
ぜったいち

絶対値
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| 𝑎 · (𝑏 × 𝑐)|

が
へいこうろくめんたい

平行六面体の
たいせき

体積である。
ふごう

符号は、𝑎, 𝑏, 𝑐 の
む

向きが
みぎてけい

右手系に
いっち

一致するかどうかを
あらわ

表 す。

6 
ぐたいれい

具体例

𝑎 =
(

1
0
0)

, 𝑏 =

(

0
1
0)

, 𝑐 =

(

0
0
1)



では、

𝑏 × 𝑐 =
(

1
0
0)



である。したがって

𝑎 · (𝑏 × 𝑐) = 1

となる。これは
ひょうじゅんきてい

標準基底が
つく

作る
たんいりっぽうたい

単位立方体の
たいせき

体積が 1 であることに
たいおう

対応する。

7 よくある
ごかい

誤解

• スカラー
さんじゅうせき

三重積はベクトルではなく
すう

数である。

•
ぜったいち

絶対値は
たいせき

体積を
あた

与えるが、
ふごう

符号は
む

向きの
じょうほう

情報を
も

持つ。

• 𝑎 · (𝑏 × 𝑐) の
じゅんじょ

順序を
むじょうけん

無条件に
いれか

入替えてはならない。
じゅんかいちかん

巡回置換では
あたい

値 が
たも

保たれ、2 
ほん

本を
こうかん

交換すると
ふごう

符号が

はんてん

反転する。

8 どこまで
な

成り
た

立つか

この
かたち

形 のスカラー
さんじゅうせき

三重積は、3 
じげん

次元ユークリッド
くうかん

空間の
がいせき

外積を
ぜんてい

前提にする。
こうじげん

高次元では、
たいせき

体積は
ぎょうれつしき

行列式や

がいせきだいすう

外積代数により
いっぱんか

一般化される。

9 
さいしゅうけい

最終形

𝑎 · (𝑏 × 𝑐) = det(𝑎, 𝑏, 𝑐)

| 𝑎 · (𝑏 × 𝑐)| =平行六面体の体積

10 
ひとこと

一言でいうと

• スカラー
さんじゅうせき

三重積は、
がいせき

外積で
ていめんせき

底面積を
つく

作り、
ないせき

内積で
たか

高さを
ちゅうしゅつ

抽出 する
ふごうつきたいせき

符号付体積である。
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11 
かんれん

関連リンク

→ 講義 外積の基本 lecture math vector

https://study.bem130.com/lecture/math/vector/外積の基本-講義/

→ 講義 行列式 lecture math linear-algebra

https://study.bem130.com/lecture/math/linear-algebra/行列式-講義/

→ 講義 ベクトル解析の入口 lecture math analysis

https://study.bem130.com/lecture/math/analysis/ベクトル解析の入口-講義/
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