
かいせきりきがく

解析力学の
いりぐち

入口

1 
どうにゅう

導入

この
こうぎ

講義で
さいじゅうよう

最重要なのは、
かいせきりきがく

解析力学では
ちから

力 を 1 つずつ
ぶんかい

分解して
お

追うのではなく、
いっぱんかざひょう

一般化座標とエネルギー

から
うんどう

運動を
きじゅつ

記述するということです。

ニュートン
りきがく

力学は
きょうりょく

強力 ですが、
こうそくじょうけん

拘束条件がある
けい

系では
はんりょく

反力まで
ぜんぶ

全部
か

書くのが
はんざつ

煩雑になります。そこで

かいせきりきがく

解析力学では、
ひつよう

必要な
じゆうど

自由度だけで
もんだい

問題を
か

書き
なお

直します。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

いっぱんかざひょう

一般化座標
Generalized coordinates

 とは、
けい

系の
じょうたい

状態を
きじゅつ

記述するのに
ひつよう

必要な
どくりつ

独立な
ざひょう

座標です。

ラグランジアン
Lagrangian

 は

𝐿 = 𝑇 − 𝑈

で
ていぎ

定義される
りょう

量 です。

ラグランジュ
ほうていしき

方程式
Lagrange equation

 は

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ̇𝑞𝑖
−
𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 0

です。

3 
ほうしん

方針

かいせきりきがく

解析力学では、まず
けい

系の
じゆうど

自由度を
みぬ

見抜いて
いっぱんかざひょう

一般化座標 𝑞𝑖 を
えら

選びます。そのあと 𝑇  と 𝑈  を
か

書き、𝐿 = 𝑇 − 𝑈  

から
うんどうほうていしき

運動方程式を
つく

作ります。

ここで
たいせつ

大切なのは、
こうしき

公式だけ
おぼ

覚えることではなく、「なぜ 𝑥, 𝑦 ではなく 𝜃 を
えら

選ぶのか」「なぜ
はんりょく

反力を
ちょくせつ

直接
か

書

かずにすむのか」を
さき

先に
み

見ることです。

4 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

かいせきりきがく

解析力学は、「
なに

何が
うご

動けるか」だけを
ざひょう

座標にして、
うご

動けない
ほうこう

方向は
さいしょ

最初から
け

消してしまう
ほうほう

方法です。これに

よって
こうそくりょく

拘束力を
こま

細かく
お

追わなくても
ほんしつ

本質だけが
のこ

残ります。

5 
げんみつ

厳密な
せつめい

説明

5.1 1. 
いっぱんかざひょう

一般化座標を
えら

選ぶ
りゆう

理由

たとえば
なが

長さ ℓ の
ふ

振り
こ

子では、
しつてん

質点の
いち

位置を 𝑥, 𝑦 で
か

書くこともできますが、
こうそくじょうけん

拘束条件
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𝑥2 + 𝑦2 = ℓ2

があるので
どくりつ

独立ではありません。つまり 𝑥, 𝑦 をそのまま
つか

使うと、
じっさい

実際には
うご

動けない
ほうこう

方向まで
ふく

含んでしまい

ます。

そこで
かくど

角度 𝜃 を
いっぱんかざひょう

一般化座標に
と

取ります。これなら
じゆうど

自由度が 1 つであることが、そのまま
ざひょう

座標の
こすう

個数に
はんえい

反映

されます。

5.2 2. 
ふ

振り
こ

子の 𝑇  と 𝑈

いち

位置を

𝑥 = ℓ sin 𝜃, 𝑦 = −ℓ cos 𝜃

とすると、

̇𝑥 = ℓ ̇𝜃 cos 𝜃, ̇𝑦 = ℓ ̇𝜃 sin 𝜃

です。したがって

̇𝑥2 + ̇𝑦2 = ℓ2 ̇𝜃2

なので

𝑇 =
1

2
𝑚ℓ2 ̇𝜃2, 𝑈 = 𝑚𝑔ℓ(1 − cos 𝜃)

となります。ここで 𝑈  は
さいかてん

最下点を 0 とした
いち

位置エネルギーです。

5.3 3. ラグランジュ
ほうていしき

方程式へ
い

入れる

𝐿 =
1

2
𝑚ℓ2 ̇𝜃2 −𝑚𝑔ℓ(1 − cos 𝜃)

です。これをラグランジュ
ほうていしき

方程式へ
い

入れると、

𝜕𝐿

𝜕 ̇𝜃
= 𝑚ℓ2 ̇𝜃

だから

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ̇𝜃
= 𝑚ℓ2 ̈𝜃

です。また

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= −𝑚𝑔ℓ sin 𝜃

なので

𝑚ℓ2 ̈𝜃 + 𝑚𝑔ℓ sin 𝜃 = 0

を
え

得ます。

6 
ぐたいれい

具体例

しょうしんどう

小振動では sin 𝜃 ≈ 𝜃 なので
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̈𝜃 +
𝑔

ℓ
𝜃 = 0

となり、
たんしんどう

単振動の
ほうていしき

方程式が
で

出ます。ここで、
ちから

力 を
せっせんほうこう

接線方向に
ぶんかい

分解し
なお

直さなくても
おな

同じ
しき

式に
とうたつ

到達できます。

7 
べつ

別の
みかた

見方

ニュートン
りきがく

力学が「
ちから

力 から
かそくど

加速度へ」という
きょくしょてき

局所的な
みかた

見方なら、
かいせきりきがく

解析力学は「
けい

系の
ぜんたい

全体のエネルギーから

うんどうほうていしき

運動方程式へ」という
こうぞうてき

構造的な
みかた

見方です。

このとき
じゅうよう

重要なのは、
ちょうりょく

張力 のような
こうそくりょく

拘束力を
とちゅう

途中で
めいじてき

明示的に
か

書かなくてよいことです。
いっぱんかざひょう

一般化座標をうま

く
えら

選ぶことで、
さいしょ

最初から
ほんしつてき

本質的な
じゆうど

自由度だけを
お

追えます。

8 どこまで
な

成り
た

立つか

ここでは 𝐿 = 𝑇 − 𝑈  と
か

書ける
ほぞんりょく

保存力の
もんだい

問題を
ぜんてい

前提にしています。
まさつ

摩擦のような
ひほぞんりょく

非保存力が
つよ

強く
き

効く
ばあい

場合や、

いっぱんかざひょう

一般化座標の
あつか

扱 いが
ふくざつ

複雑な
こうそく

拘束を
も

持つ
ばあい

場合は、そのままでは
す

済みません。

9 
みわ

見分け
かた

方

•
こうそくじょうけん

拘束条件が
おお

多く、
ちから

力 を
ぜんぶ

全部
か

書くのが
はんざつ

煩雑なら
かいせきりきがく

解析力学を
かんが

考 える

•
じゆうど

自由度を
へ

減らせるなら、
いっぱんかざひょう

一般化座標で
か

書き
なお

直す

•
ほぞんそく

保存則や
たいしょうせい

対称性を
ぜんめん

前面に
だ

出したいときにも
あいしょう

相性がよい

10 
かんれん

関連リンク

→ 講義 保存則の導出 lecture physics mechanics

https://study.bem130.com/lecture/physics/mechanics/保存則の導出-講義/

→ 講義 円運動と単振動 lecture physics mechanics

https://study.bem130.com/lecture/physics/mechanics/円運動と単振動-講義/
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